
         DSPA, 2013, Т.1, март, c. 125-128 
 

ОБЛАСТЬ ДОПУСТИМЫХ ИСХОДНЫХ ПАРАМЕТРОВ ЦИФРОВЫХ 
 ФИЛЬТРОВ ЗОЛОТАРЕВА-КАУЭРА 

к. т. н. Мингазин А.Т. 
РАДИС Лтд, Россия, Москва, Зеленоград, 124460, а/я 20. 

Тел./факс: 8-499-735-35-13, e-mail: alexmin@radis.ru 
 

 Представлены возможные варианты конфигурации области допустимых исходных параметров цифро-
вых фильтров нижних частот Золотарева-Кауэра. Дополнительные варианты обусловлены предельными 
переходами к фильтрам Чебышева и Баттерворта при определенных требованиях к АЧХ. Дано математи-
ческое описание всех конфигураций области.  
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Possible configurations of the tolerable initial parameter space of Zolotarev-Cauer lowpass digital filters are 

presented. Additional configurations are caused by the limit transition to Chebyshev and Butterworth filters at the 
defined requirements to magnitude responses. The mathematical description for all space configurations is given.  

   
Введение. Для синтеза частотных цифровых БИХ-фильтров необходимо задать требования к парамет-

рам АЧХ таким как, предельно допустимая неравномерность в полосе пропускания, предельно допусти-
мое минимальное ослабление в полосе задерживания и номинальные граничные частоты этих полос. При 
этом для той или иной аппроксимации АЧХ существует определенная область допустимых исходных 
параметров S(p) [1], где p – вектор исходных параметров. Размерность p и форма S(p) зависят от вида 
аппроксимации (Баттерворта, Чебышева и др.) и типа фильтра (нижних, верхних частот и др.), а ее разме-
ры – от заданных  требований к АЧХ и порядка фильтра.  

Перед разработчиком стоит задача выбора исходных параметров в S(p) для расчета фильтра. Тот или 
иной параметр АЧХ может быть экстремально улучшен при заданных остальных [2-9]. От выбора исход-
ной точки в области S(p) зависят также параметры ХГВЗ, ФЧХ [8,10], уровни шума округления и пре-
дельных циклов и, кроме того, результаты синтеза фильтров с квантованными коэффициентами [1,10,11]. 

Области S(p) фильтров нижних частот Баттерворта, Чебышева I, II и Золотарева-Кауэра были ранее 
представлены в [1], где также даны их математические описания. В данной работе мы сосредоточим вни-
мание на всех возможных вариантах конфигурации области допустимых исходных параметров фильтров 
Золотарева-Кауэра. Дополнительные варианты обусловлены предельными переходами  к фильтрам Че-
бышева и Баттерворта [10] и не были описаны  в [1].         

Варианты конфигурации области допустимых исходных параметров. На рис.1. показаны четыре 
возможных варианта конфигурации трехмерной области допустимых исходных параметров  
цифровых фильтров нижних частот Золотарева-Кауэра. Заметим, что это лишь качественные фигуры, 
хотя по конкретным требованиям к АЧХ с применением формул, которые будут представлены далее, 
можно построить точные конфигурации областей. Варианты области рис.1б-г при определенных пара-
метрах соответствуют предельным переходам от фильтров Золотарева-Кауэра к фильтрам Чебышева (I и 
II) и Баттерворта. Для любой точки и любой конфигурации области 
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где - неравномерность АЧХ в номинальной полосе пропускания â∆ )ff0( n1≤≤ и   -  минимальное 
ослабление АЧХ в номинальной полосе задерживания

0â
)5,0f(f 2n ≤≤ , а maxa∆ и  - заданные пре-

дельно допустимые значения этих параметров;  и f - заданные номинальные граничные частоты 
полос, которые, как и текущая частота f, нормированы относительно частоты дискретизации. Предпола-
гается, что параметры в (1) выражены в децибелах и максимум АЧХ нормирован к 0 дБ. На рис.1 
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неравномерность АЧХ в полосе пропускания, а и  - граничные часты полосы пропускания и задер-
живания. Начало координат соответствует точке A, для которой 
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Область на рис.1а соответствует случаю, когда требованиям  (1) удовлетворяет фильтр Золотарева-
Кауэра с порядком , а фильтры Чебышева и Баттерворта приNN = не удовлетворяют (1).  

Допустим теперь, что порядки фильтров Золотарева-Кауэра и Чебышева (I и II) выбраны исходя из 
условия (1) идентичны, причем области фильтров Чебышева I и II являются точечными. Тогда область 

будет иметь вид как на рис. 1б. При этом  точке F соответствует =0,5  и единственный фильтр Че-
бышева I, а точке D -  равенство =

)(S ⋅
a∆ =0 и единственный фильтр Чебышева II.  

Предположим далее, что порядки фильтров Золотарева-Кауэра и Чебышева идентичны и условия (1) 
выполняются для фильтров Чебышева с некоторым запасом, а фильтры Баттерворта такого же порядка не 
удовлетворяют (1). Тогда область будет иметь вид как на рис. 1в, где можно видеть место фильтров 

Чебышева. Фильтры Чебышева I располагаются в плоскости =0,5 c характерными точками , , F , а 

фильтры Чебышева II соответствуют  отрезку прямой, соединяющей две жирные точки  и  на ли-
нии пересечения плоскостей =0 и =0.  
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Наконец предположим, что для всех обсуждаемых фильтров порядки идентичны и условия (1) выпол-

няются.  Тогда область S  примет вид как на рис. 1г, где можно видеть место трех других фильтров. 
Фильтры Чебышева I располагаются в плоскости =0,5. Фильтры Баттерворта (или единственный 

фильтр, если в (1) имеют место строгие равенства для этих фильтров) соответствуют точке , где''F  

a∆ = =0, а фильтры Чебышева II –   отрезку прямой, соединяющей точки  и  на линии пересечения 

плоскостей =0 и =0. В данном случае точка совпадает с и не показана. 
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Описание вариантов конфигурации области. Для описания представленных вариантов конфигура-
ции области на рис.1 нам потребуются характеристики ослабления  фильтров 
Золотарева-Кауэра и ,   фильтров Чебышева I и II, а также соотношения для 
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определения  порядков  и )f,f,a,a(N 210z ∆Φ≥ )f,f,a,a(N 210c ∆Φ≥  этих фильтров. Отметим, что 
функции , a  и ,  как и область )(a z ⋅ )(1c ⋅ )(2c ⋅ (Sa )⋅  зависят и от N. Для упрощения записи приводимых ни-
же выражений введем  параметры 
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Отметим, что максимальные и минимальные значения соответствуют аналогичным значени-
ям . Например, соответствует 21 , εε ∆ . 

Области на рис. 1а и1б определяются следующими неравенствами  )2
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( )⋅sn

)(z ⋅Ψ
и - эллиптические функции Якоби. Здесь в отличие от описания в [1] выражение для функции 
 представлено в виде удобном для непосредственного использования в практических расчетах. 

Кроме того, для полной строгости, хотя, как правило, мало влияющей на точность расчетов, приведенное 
определение параметра 

( ) cd ⋅

''m [4] соответствует точному равенству во втором соотношении (2).  
Область  на рис.1в определяется (2) и еще одним неравенством, а именно f . Область 

фильтров Чебышева I на этом рисунке можно представить отдельно как 
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Координата f  для точки D определяется решением системы уравнений 2
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После исключения параметра  эта система сводится к решению относительно искомой   следующе-
го уравнения  
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Область на рис. 1г описывается также как и область на рис.1в за исключением того, что 

для точки  (обозначение опущено), совпадающей в данном случае  с точкой ,  координата  f

)f,f,a(S 21∆
''D ''F .5,02 =  

Заключение. Таким образом, мы представили возможные варианты конфигурации области допусти-
мых исходных параметров фильтров Золотарева-Кауэра и дали их математические описания в явной и 
неявной форме. Эти описания могут быть использованы для построения конкретных областей с целью 
лучшего понимания проблемы выбора исходных параметров при проектировании цифровых фильтров.   
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