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Реферат. Рассматривается цифровой БИХ-фильтр второго порядка прямой формы, 

оперирующий с фиксированной точкой и одним округлением после суммирования. 
Анализируются существующие верхние границы амплитуды предельных циклов при 
нулевом входе фильтра и их фактическая максимальная амплитуда, найденная прямым 
моделированием с помощью алгоритма исчерпывающего поиска. Установлены области 
коэффициентов, где максимальная амплитуда легко определяется аналитически. 

 
Введение. Хорошо известно, что при нулевом входе и произвольных внутренних 

переменных ошибка на выходе БИХ-фильтра, обусловленная округлением в цепях об-
ратной связи, если не становится равной нулю, то принимает детерминированный коле-
бательный характер. На выходе фильтра возникает малый предельный цикл. Важно 
знать максимальную амплитуду предельных циклов, чтобы оценить степень их допус-
тимости или полностью устранить их путем реквантования на выходе фильтра [1]. Су-
ществующие границы на максимальную амплитуду предельных циклов могут давать 
заниженные или завышенные результаты. Фактическая максимальная амплитуда может 
быть найдена прямым моделированием с помощью алгоритмов исчерпывающего поис-
ка для всех возможных значений переменных внутри фильтра. Данная работа посвяще-
на проблеме определения максимальной амплитуды предельных циклов в фильтре вто-
рого порядка прямой формы при нулевом входе, оперирующим с фиксированной точ-
кой и одним округлением после суммирования. В результате выполненных исследова-
ний выявлены области коэффициентов, в которых фактическая амплитуда может быть 
легко найдена аналитически по известным соотношениям.   

Описание фильтра. Передаточную функцию цифрового БИХ-фильтра второго по-
рядка представим в виде   
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Соответствующее разностное уравнение, в котором учтена операция квантования (ок-
ругления) Q, имеет вид  
 

)yayax(Qy 2n21n1nn −− −−=  
 
и описывает структуру фильтра прямой формы. Коэффициенты фильтра находятся в 
треугольнике устойчивости, т.е. имеет место  условие  
 

.1a1a 21 <<−  
 

Положим, что фильтр оперирует с фиксированной точкой, абсолютная величина пе-
ременных на входе и внутри фильтра меньше единицы.  

Верхние границы амплитуды предельных циклов. Для обсуждаемого фильтра 
рассмотрим три известных варианта оценки верхней границы амплитуды предельных 
циклов при нулевом входе ( =0).  nx
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Первый вариант оценки  – метод [2] основан на местоположении так называемых 
эффективных полюсов фильтра, обусловленном округлением. Согласно этому методу 
максимальная амплитуда предельного цикла при нулевом входе  
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для полюсов попадающих на единичную окружность и  
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для полюсов попадающих в точку z=1 или z=-1 на единичной окружности. Здесь q – шаг 
квантования. Эти формулы получены для квантования (округления) после каждого ум-
ножения. Далее приведены соотношения для обсуждаемого нами случая округления по-
сле суммирования.   

Второй вариант оценки - широко известный детерминированный метод основан на 
вычислении   - нормы для импульсной характеристики фильтра h(n). В этом случае  1l
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Для фильтра с полюсным радиусом очень близким к единице и/или с полюсным углом 
очень близким к 0 или  требуется большое время расчета (3) на компьютере. Были 
предприняты попытки получения замкнутого выражение для 

π

1
h  [3-5]. Так, авторы [3] 

нашли точное соотношение в случае действительных полюсов, совпадающее с выраже-
нием в скобках в (2), и лишь приближенное - в случае комплексно-сопряженных полю-
сов. Аналогичные результаты получены в [4]. Более точная, но все же приближенная 
оценка

1
h  для комплексно-сопряженных полюсов предложена в [5].  

Не трудно показать, что при =0 и 1a 1a0 2 <<  (частный случай комплексно-
сопряженных полюсов) норма )a1h 21

−= /(1 . В тоже время использование соотноше-

ний из [3] и [5] приводит к превышению этой нормы 
1

h  соответственно в 2a1+  и 

)a1/(]a)122(1[ 22 +−+  раз, а при a  эти превышения стремятся к 2 и 12 → 2  раз.   
Третий вариант оценки верхней границы амплитуды предельного цикла [6] основан 

на вычислении - нормы для передаточной функции фильтра. При этом   ∞L
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Можно убедиться, что верхнее выражение для 

∞
H соответствует комплексно-

сопряженным полюсам, а нижнее, совпадающее с выражением в скобках в (2), - как 
действительным, так и комплексно-сопряженным полюсам. Учитывая изложенное ра-
нее можно заключить, что

1
h =

∞
H для действительных полюсов и для комплексно-

сопряженных полюсов при =0 и 01a 1a 2 << . В общем случае, как известно
∞

≥ Hh
1

.  
Отсутствие предельных циклов. В рассматриваемом фильтре при нулевом входе 

предельные циклы отсутствуют, если имеет место условие (см. например [7]) 
 

.5,0a5,0a 21 <<−     (5) 
 
Заметим, что в сложных фильтрах, особенно с узкой полосой (пропускания, задержива-
ния или переходной), состоящих из ряда звеньев второго порядка это условие обычно 
не выполняется.   

Фактическая максимальная амплитуда предельного цикла. Соотношения (1) -
(4) не всегда приводят к верным оценкам максимальной амплитуды предельных циклов 
при нулевом входе. Фактическую максимальную амплитуду определим путем прямого 
моделирования, применив исчерпывающий поиск для возможных значений двух внут-
ренних переменных рассматриваемого фильтра. Диапазон изменения этих переменных 
ограничим с верху границей (3). 

Проведенные нами многочисленные расчеты с использованием алгоритма исчерпы-
вающего поиска [8] и анализ результатов позволили установить области коэффициен-
тов, для которых фактическая максимальная амплитуда предельных циклов может быть  
вычислена аналитически согласно табл.1. Здесь подразумевается, что коэффициенты  
       

Таблица 1 
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находятся в описанном выше треугольнике устойчивости, ] [x - целая часть x. В табл.1  
показана также область отсутствия предельных  циклов  (5), когда . Для случа-
ев  фактическая максимальная амплитуда может быть найдена алгоритмами 

0Amax =
?Amax =



исчерпывающего поиска, например [8]. По существу мы обнаружили, что два извест-
ных соотношения, используемых  в [2,3] для оценки верхней границы амплитуды пре-
дельных циклов ,  дают фактическую максимальную амплитуду для областей ко-
эффициентов указанных в табл. 1. 

maxA

На рис.1 для правой половины треугольника устойчивости показаны области коэф-
фициентов представленные в табл. 1. Левая половина зеркально симметрична. 

 

 
Заметим, что прямые =0,6699, =0,7499  и 2a 2a 12 a5,0a = на рис.1 являются аппрок-

симациями более сложных кривых. При этом области коэффициентов, где справедливы 
два выражения для расчета , несколько шире, чем показанные в табл.1 и на рис.1. maxA

Заключение. Для цифрового БИХ-фильтра второго порядка прямой формы, опери-
рующего с фиксированной точкой и одним округлением после суммирования, опреде-
лены области коэффициентов, для которых фактическая максимальная амплитуда пре-
дельных циклов при нулевом входе может быть рассчитана по хорошо известным про-
стым формулам. Это интересное обстоятельство позволяет на практике найти фактиче-
скую максимальную амплитуду предельных циклов, не прибегая к исчерпывающему 
поиску, который может оказаться не приемлемым из-за чрезмерных вычислительных 
затрат. 
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